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%
(a) {ai, - ,an} est libre < le systéme homogéne AZ = 0 n'admet que la solution
triviale.
(b) {c?l, e ,a—n)} est lié < le systéme homogéne A = ﬁ admet une infinité de solutions.

2. {U} est lié si et seulement si U = T.

3. Tout ensemble de vecteurs contenant le vecteur nul est linéairement dépendant.
4. {W, T} est lié si et seulement si U et U sont colinéaires.

Théoréme 1.1.4.59

Un ensemble de vecteurs {H, e ,ﬁ} est 1ié si et seulement si au moins un de ces vecteurs
est combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Supposons que {v—1>, e ,ﬁ} est lié. Alors il existe A1, - -+ , A, non tous nuls, tels
que Alv_f—i—- . '+)\mm = 0. Si nécessaire, réordonnons les vecteurs de sorte que A,,, # 0. Dans ce
cas, on peut rééerire Ayt = A101 + -+ + An—10m—_1, donc v, = 5= (A1 + -+ + Ap—10m—1)

Supposons maintenant que I'un des vecteurs au moins soit combinaison linéaire des autres.
Supposons, quitte a réordonner, que c’est vy, : U = MUt 4 + Am_10m_1. Cet ensemble de

., . — =d . . ,
vecteurs est donc lié, puisque Alﬁ + -t A1 Um—1 — 177{ = 0. Le dernier coefficient étant —1,

les \; sont non tous nuls. O

Exemple. Considérons les vecteurs B} , {(ﬂ et E} . On a alors la relation d’équivalence : 2 Lﬂ +

Théoréme 1.1.4.60

Tout ensemble de vecteurs {v_>17 e ,m} de R™ est linéairement dépendant si m > n.

. . sz . pred g .
Démonstration. Considérons la matrice A = [Ul Um] Cette matrice a plus de colonnes

que de lignes, les colonnes ne peuvent donc pas toutes étre des colonnes pivots. Il y a donc des
variables libres, donc des vecteurs qui sont combinaisons linéaires des autres. O

1 4 7 10

Exemple. 21, 15], (8], (11 est un ensemble lié de vecteurs, puisqu’il y a quatre vec-
3 6 9 12

teurs de dimension trois.
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Remarque 1.1.4.61. Attention! Sim < n, on ne sait pas a priori si les vecteurs sont linéairement

1 0
dépendant ou non. Par exemple, sin = 3 et m = 2, on a, d'une part, |0| et |1| qui sont
0 0
1 2
indépendants, et d’autre part, (2| et [4| qui sont dépendants.
3 6
Bases de R"
Rappel. Un ensemble de vecteurs {v_f, “ee 71?3} engendre R” si tout élément de R™ peut s’écrire
comme combinaison linéaire de v_f, e ,ﬁ. Dans ce cas, m > n.
Définition 1.1.4.62 Base de R™
Une base de R™ est un ensemble linéairement indépendant de vecteurs générateur de R™.
Remarque 1.1.4.63. Autrement dit, si {v—>1, e ,17,1}} est une base de R™, alors pour tout T e R"”,
il existe A1, -+, Am Téels, tels que U = MUj + - + Anlm, €t {v_f, e ,m} est libre.

En fait, la spécificité d’une base par rapport a un ensemble de vecteurs générateurs, c’est
qu’il y a unicité des A1, , A
Exemple.

Dans R?, il est facile d’expliciter des bases. Il suffit d’avoir deux vecteurs non colinéaires. Par

exemple : {ﬂ , B} est une base de R2. En effet, c’est un ensemble libre de vecteurs, car la

matrice échelonnée réduite de E ﬂ est Ll) ﬂ . Bt c’est un ensemble générateur de R2, car la

matrice échelonnée réduite de {1 1 bl} est {1 0 26y — b,

— _ b1:|
1 2 by 0 1 bg—bl] Donc tout vecteur b = {

by

vérifie I’égalité suivante :

Remarque importante 1.1.4.64

Nous avons vu au théoreme 1.1.4.60 que m < n. Nous avons aussi vu au corollaire 1.1.3.50 que
m > n (attention ! les roles de n et m étaient inversés dans la formulation de ce corollaire).
Donc finalement, n = m. Autrement dit, une base de R™ est toujours constituée de n vecteurs.
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Définition 1.1.4.65 Base canonique

La base la plus simple de R™ est constituée de n vecteurs dont toutes les composantes sauf
une vaut 0, 'autre vaut 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Elle est appelée base canonique.

La base canonique a un role essentiel en algebre linéaire. Tout vecteur de R™ peut étre écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire d’éléments de la base canonique. Typiquement,

I 1 0 0

i) 0
=z || taa ||+,

—_
o

Tn 0 0 1

On notera généralement (eq, ea, -+ , e,) une base de R™. L’ordre des vecteurs est important.
La base (Ll) , [ﬂ) est différente de la base ( ﬂ , [(1)} ) Si 'on veut spécifier les vecteurs d’une

base sans tenir compte de 'ordre, on la notera entre accolades. Par exemple, {Lﬂ , {ﬂ }
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Introduction aux applications linéaires

Introduction

Nous allons maintenant interpréter une matrice comme une application qui transforme des
vecteurs, au méme titre que les fonctions bien connues transforment les réels. Par exemple,
f(x) = 2% prend en entrée un nombre réel et retourne son carré.

< s . 101
Analysons a titre d’exemple, comment la matrice {1 0} transforme tout vecteur Bl} :

ool =)

Donc cette matrice prend en entrée un vecteur de R? et elle permute ses coordonnées. Géomé-
triquement, c’est une symétrie par rapport a la droite y = x :

. 1
Autre exemple : la matrice {0 OJ transforme tout vecteur il} :
- 2

b A=)

Géométriquement, c’est une symétrie par rapport a I’axe des z :

: =]

-2
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Sur ces deux exemples, nous constatons que la multiplication matrice-vecteur peut étre in-
terprétée comme une transformation de ce vecteur. Remarquons que pour une matrice a 2
colonnes, l’action est nécessairement sur un vecteur de R?, puisque le vecteur doit avoir autant
de composantes que le nombre de colonnes de la matrice.

1 0
Considérons un exemple plus complexe. Soit A = |0 1|. Cette matrice a deux colonnes,
1 1
elle va donc transformer un vecteur de R? :
1 0 . T
0 1 Ll} =| z
1 1 2 i )

Cette matrice transforme donc un vecteur de R? en un vecteur de R? dont la troisieme compo-
sante est la somme des deux premieres. Le graphe suivant représente cela : le vecteur initial est
un vecteur du plan (Ozy) et il est transformé vers un vecteur de 'espace (Oxyz). Le graphique
superpose le plan et 'espace (ce n’est pas rigoureux, mais cela permet une représentation claire).

%
Plus généralement, si A est une matrice a m lignes et n colonnes, Z cR" et b € R™, alors

— -
I’égalité A7 = b sinterpréte comme « A transforme 7 en b ».

multiplication par A

—
? /—\ b

RH RIH
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Définition

Définition 1.1.5.66 Transformation

. P . . -
Une transformation 7' de R™ vers R™ est une opération qui assigne un unique vecteur b de

R™ a chaque vecteur Z de R".Onnote: T: R* —R™
7z — T(?)

- =
7 est une préimage (ou antécédent) de b, et b est une image de z.

L’ensemble R™ est appelé domaine, ou ensemble de départ de T
L’ensemble R™ est appelé codomaine, ou ensemble d’arrivée de T'.

Remarque importante 1.1.5.67

Dans le cadre de ce cours, nous allons le plus souvent (si ce n’est tout le temps) considérer
une transformation associée a une matrice. Autrement dit, soit A une matrice a m lignes et n
colonnes, nous considererons la transformation 7': R — R™

7 o AT

Nous rappelons les propriétés de linéarité du produit matrice-vecteur précédemment vues au
théoreme 1.1.3.44 :

1. A(+7)= A7 + AV
2. A\U) = AW

Définition 1.1.5.68 Application linéaire

Soit T': R™ — R™ une transformation. On dit que T" est une application linéaire (ou transfor-
mation linéaire) si les deux propriétés suivantes sont vraies :

1. T(d + ) = T(U) + T(V) pour tout &, v € R".

2. T(A\U) = A\T(W) pour tout @ € R™ \ € R.

Exemples. 1. T: R — R est linéaire.

r
2. T: R* — R™ est linéaire.
7 T
3. T: R — R estlinéaire.
r +— 3z
4. T: R —R n’est pas linéaire.
r +—3x+5
5 T: R®™ — R™ est linéaire.
T — 3z
6. T: R —R , T: R —R ne sont pas linéaires.

r x> sin(x)
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7. T: RZ? — R? est linéaire.
E.’ﬂl 21’1 + 3%2}
,mJ — {—"El + 519
8. T: R* — R est linéaire.
o
T2
— X1 + 22+ X3+ T4
Zs3
_‘T4
9. T: RZ2 — R* est linéaire.
1+ 2o
{m} T — To
To —x1 + X9
—T1 — T2

Remarque importante 1.1.5.69 Linéarité d’une transformation matricielle

Si A est une matrice & m lignes et n colonnes, T : R™ — R™ est linéaire, d’apres la

xr — Ax
remarque 1.1.5.67.

Remarques 1.1.5.70. 1. Pour montrer qu’une application n’est pas linéaire, il suffit d’explici-
ter un contre-exemple. Par exemple, T: R — R nlest pas linéaire, car T(1 + 1) #

A
T(1)+T(1).

Exemple. T : RZ? — R n’est pas linéaire, car T ( Lﬂ) =0,T ( {0}) = 0, mais

|:xx:|
1T
2

1 0 1
r(lo) = () =7 (L)) -2
2. Il résulte de la définition que

TOW + p ) = XT(W) + pT (V)

pour tout 77 T e R™ A\ pueR.

3. C’est aussi vrai pour un plus grand nombre de vecteurs :

T + -+ M) = MT(aq) + -+ M (up)

— —
Théoréme 1.1.5.71 T ( 0 ) =0
0)=1.

Si T : R™ — R™ est une application linéaire, alors T'(
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Démonstration. Soit @ € R™, alors T (ﬁ) =T((0U) =0T (W) = 0. O

Remarques 1.1.5.72. 1. Attention, c’est une implication dans un sens seulement. Une trans-
formation non-linéaire peut vérifier T(0) = 0, par evemple T'(z) = (x?).

. . . . ., —
2. Attention, il se peut que pour une application linéaire, T(?) =0 avec @ #0.

3. Ce théoréme permet de montrer rapidement que certaines applications ne sont pas li-
néaires, grace d sa contraposée. Par exemple, T: R — R n’est pas linéaire, car
r —3x+5

7(0) # 0.

Matrice associée

Si 'on sort du cadre d’espace de départ et d’arrivée du type R™, il existe des transformation
linéaires qui ne sont pas issues d’une matrice. Par exemple, la dérivée est linéaire : (f + g)’ =
f'+4q, et (Af) = Af'. Mais lespace de départ et 'espace d’arrivée de la transformation dérivée
sont des espaces de fonction. Dans le cadre de ce cours, nous allons généralement nous restreindre
aux espaces du type R™. Le théoréme suivant devient alors fondamental.

Théoréme 1.1.5.73 Matrice associée a une application linéaire

Si T : R™ — R™ est une application linéaire, alors il existe une matrice A a m lignes et n
colonnes, telle que T(?) = A7 pour tout Z € R". On appelle cette matrice, une matrice

associée a T'.

Démonstration. La définition 1.1.5.76 fournit un exemple d’une telle matrice, et prouve donc le
théoreme. O

Remarques 1.1.5.74. 1. Essayer de bien comprendre le lien entre les dimensions des espaces
de départ et d’arrivée et la taille de la matrice.

2. Nous avons bien écrit une matrice associée (et pas la matrice associée). Nous ne nous
attarderons pas sur cela pour l'instant, mazis cette nuance sera abondamment détaillée dans
la suite du cours. Toutefois, avant d’approfondir ce point-la, nous ne considérons que la
matrice canoniquement associée, définie en 1.1.5.76.

Exemples. 1. T: R? —R2 est lindaire. On a :
X 2x1 + 3332}
{$2} — |:7x1 + 5x9
T . 211 +3.T2:| . 211 |:3l‘2:| . {2:| |:3:| . |:2 3} {Tl:|
T(L@D - {—x1+5x2 = lea T lsae) T8 1) T2 5 T 21 5) law
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2. T: R* — R est linéaire. On a :
Tl
T2
— X1+ o+ X3 + T4
x3
T4
1 T1
€2 o o T2
T s —x1+x2+x3+x4—[1 1 1 1} 5
T4 T4
3. T: R? — R* est linéaire. On a
X1 =+ o
X X1 — T2
—
LUJ —x1 + X2
| —x1 — 2
r1+ T2 1 1 1 1
x|\ |z a2 | 1 -1 |1 -1 {xl
T(L@-)i R e I R I Bl B )
—x1 — X2 -1 -1 -1 -1
Ty
4. L’exemple suivant est fondamental. 7: R™ —» R™ est lindaire. Soit @ = - | eR7,
7 7 A
n
alors si (e, -+ ,en) est la base canonique de R™, alors 7 = 3716_1) + -+ mne_n>. Donc la
100 --- 0
01 0 0
matrice associée a cette transformation est |0 0 1 0],
0 0 O 1

Définition 1.1.5.75 Matrice identité

La matrice identité de R™, notée I,,, est la matrice a n lignes et n colonnes qui a des 0 partout

100 --- 0
010 ---0

sauf sur la diagonale, ot il y a des 1 : 001 0|, Elle est associée & I’application
000 -+ 1

linéaire T : R® — R" .

ERG
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Dans les exemples précédents, nous avons décomposé I'application linéaire pour en déduire
sa matrice associée. Ce calcul est immédiat avec la base canonique. En fait, dans chaque exemple
précédent, nous avons calculé une matrice particuliere associée aux applications linéaires, a savoir
la matrice canoniquement associée.

Définition 1.1.5.76 Matrice canoniquement associée

Soit T une application linéaire de R™ dans R™. La matrice & m lignes et n colonnes dont les
colonnes sont les images des n vecteurs de la base canonique de R” (e_f, e ,(Zi) :

[T(e_{) . T(e‘%)]

est appelée la matrice canoniquement associée a T'.

Exemple. Soit pg : R? — R? la rotation d’angle § autour de l'origine, dans le sens trigonomé-
trique.

sin(f)f===============-=-

2 o ————

|
=

cos(8)

[ ) B RN ) R

cosf) —sinf

sing  cosd } Donc pour tout

Donc la matrice canoniquement associée a cette rotation est {

{x} € R? on a
Y

({x}) B {cos@ —Sine} {x} _ {xcos@—ysin@}
pe yl/)  lsinf cosf | ly]  |lzsinf+ycosh
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Injectivité et surjectivité
Définition 1.1.5.77 Image d’une application linéaire

S(it T une application N lindaire de R™ dans R™. Alors ID’ensemble
b eR™ |37 R, T(Z)= b } est appelé image de T, noté Im(7T). C’est un sous-
ensemble de R™, c’est I’ensemble de toutes les images par 7.

Définition 1.1.5.78 Surjectivité

%
Une application 7' de R™ dans R™ est dite surjective si tout vecteur b € R™ (I'espace
d’arrivée) est I'image d’au moins un vecteur 7 € R™ (Iespace de départ).
Autrement dit, Im(7T") = R™.

Exemples. 1. I, est surjective
by b3
2. wu: R3 — R3 est surjective. En effet, soit b = |[bs |, alors 7 = by | vérifie
T To b3 ba
T2 — | T3
xIs Iy
W@ =1
- b by
3. u: R3 — R? est surjective. En effet, soit b = {bl}’ alors @ = |by| vérifie
X1 2 t
=) [
T2
T3
u(?) = ? quel que soit t € R.
by
4. u: R? — R3 n’est pas surjective. En effet, b = |bs| n’a pas d’antécédent
Ty Ty b3
T2 — | T2
I3 0

dans R? si by # 0. Im(u) = Vect (€7, €3).

Remarque 1.1.5.79. Pour montrer qu’une application u : R™ — R™ n’est pas surjective, il suffit
d’expliciter un vecteur de R™ qui n’a pas d’antécédent dans R™.

Rappel, théoreme 1.1.3.48 :
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Théoréme 1.1.5.80

Soit A une matrice a m lignes et n colonnes. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

51

— —
1. Quel que soit b € R™, A7 = b admet au moins une solution.

_>

_>
2. Quel que soit b € R™, b est combinaison linéaire des colonnes de A.

3. Vect (ai,as,--- ,a,) = R™. Cest--dire que les colonnes de A engendrent R,

4. Chaque ligne de A posséde un pivot.

Il se reformule dorénavant :

Théoréme 1.1.5.81

Soit T': R™ — R™ une application linéaire, et A sa matrice canoniquement associée. Alors les
énoncés suivants sont équivalents

1. T est surjective
2. Quel que soit b € R™, A7 = b admet au moins une solution.

— -
3. Quel que soit b € R™, b est combinaison linéaire des colonnes de A

_>

4. Vect (H, @, -, an) = R™. Clest-a-dire que les colonnes de A engendrent R™.

5. Chaque ligne de A possede un pivot.

Injectivité

Définition 1.1.5.82

%
Une application T' de R™ dans R™ est dite injective si tout vecteur b € R™ (I’espace d’arrivée)
est I'image d’au plus un vecteur T eR” (Uespace de départ).

Remarque 1.1.5.83. « Au plus un » signifie un ou zéro.

Exemples. 1. T,, est injective
b1 N
2. T: R3 — R3 est injective. En effet, soit b = [by| et supposons que b a pour
x1 T2 b3
T2 — | T3
X3 _3?1_
_331_ 1 Z2 Y2
antécédents @ = |xy| et ¥ = |y2|. Alors T(Z) = T(Y) = b. Donc |z3| = |ys],
L3 ] Y3 T Y1

_>
donc 7 = 7 Donc b ne peut pas avoir deux antécédents différents, donc il en a au plus

umn.
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e 1 .
3. T: R3 — R? n’est pas injective. Par exemple, le vecteur {J admet au moins
xq
T
T2 — { }
X2
3
1 1
deux antécédents : |1 et [1| (il y en a une infinité).
0 1
1
4. u: R? — R3 n’est pas injective. Par exemple, le vecteur |1| admet au moins
X1 Il_ 0
T2 — | X2
I3 0 |
1] 1
deux antécédents : |1| et |1]| (il y en a une infinité).
0] 1
Remarque 1.1.5.84. Les trois propositions suivantes sont équivalentes
1. T :R™ — R™ est injective.
i - .
2. quel que soit b € R™, T(Y) = b admet au plus une solution.
3. quel que soit @, € R, si @ # Y, alors T(?) #* T(?)
Théoreme 1.1.5.85 Noyau d’une application linéaire injective

Soit T : R™ — R™ une transformation linéaire. Alors

T est injective < T(7) = 0 n’admet que la solution triviale.

Démonstration. — Commencons par montrer 'implication

%
T est injective = T(7) = 0 n’admet que la solution triviale.

= =
0 0

) =

On sait que si T est injective, alors T(?) = 0 admet au plus une solution. Or T'(

car T est linéaire, c¢’est donc la seule solution.
— Montrons maintenant,

T est injective < T(7') = 0 n’admet que la solution triviale.

Pour cela, montrons la contraposée :

%
T w'est pas injective = T(Z) = 0 admet d’autres solutions que la solution triviale.
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Si T n'est pas injective, alors il existe W et ¥, @ # U tels que T(W) = T(7). Dans ce
- - < . .
cas, T(W) =T () = 0, donc T(« — V) = 0 car T est linéaire. On a donc une solution
.. -
non triviale @ — v de T(2) = 0.
O

Définition 1.1.5.86 Noyau d’une application linéaire

Soit T une application linéaire de R™ dans R™. Alors, ’ensemble {? eR": T(7) = ﬁ} est
appelé noyau de T, noté ker(T"). C’est un sous-ensemble de R™ (ensemble de départ).

Remarques 1.1.5.87 (regarque injectivité-noyau). Si T est injective, alors le théoréme 1.1.5.85
indique que ker(T) = {0 }.

Définition 1.1.5.88 Application bijective
Une application bijective est une application qui est a la fois injective et surjective.



Chapitre 2 : Calcul matriciel

Opérations matricielles

Les opérations sur les vecteurs vues dans le chapitre précédent s’étendent naturellement aux
matrices. On dit que deux matrices A et B de taille m x n sont égales si elles ont la méme taille
et que les coeflicients sont tous égaux deux a deux : pour tout 1 <7 <m,1 < j < n, a;; = by;.

— Nous noterons M, (R) 'ensemble des matrices m X n.

— Nous dirons qu’une matrice est carrée si elle a autant de lignes que de colonnes. On pourra

dire qu’une matrice de taille n X n est carrée de taille n.

— Nous noterons M,,(R) I'ensemble des matrices carrées n x n.

— Nous noterons Op,xn € My, (R), la matrice m x n dont toutes les composantes sont

nulles.

— Nous noterons 0,, € M, (R), la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont

nuls.

— Nous noterons I, € M, (R), la matrice carrée de taille n dont toutes les composantes

sont nulles hors de la diagonale et valent 1 sur la diagonale.

— Une matrice est dite diagonale si tous ses coefficients sont nuls, sauf ceux qui sont sur la

diagonale : a;; = 0 si i # j.

— Une matrice est triangulaire supérieure si tous les coefficients strictement au-dessous de

la diagonale sont nuls.

— Une matrice est triangulaire inférieure si tous les coeflicients strictement au-dessus de la

diagonale sont nuls.

Somme de deux matrices et multiplication par un scalaire

Somme de deux matrices

Soit A = [a;;] et B = [b;;] deux matrices m X n, alors la somme A + B est la matrice m x n
donnée par :

ail o Qlp bin -+ bin a1 +bu - ain tbin

a1 - Qgp b1 o+ bop ag; +ba1 oo agp +boy
A+B=| . . ] . =

am1  ° Qmn b’ml e b?nn am1 + bml c QT b’mn

Remarque importante 2.1

Attention, on ne peut additionner que des matrices de méme taille.
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